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Please check that this examination paper consists of TEN (10) pages of printed 
material before you begin the examination. 
 
[Sila pastikan bahawa kertas peperiksaan ini mengandungi SEPULUH(10) muka 
surat yang bercetak sebelum anda memulakan peperiksaan ini.] 
 
 
Instructions : Answer all NINE (9) questions. 
 
[Arahan : Jawab semua SEMBILAN (9) soalan.] 
 
 
In the event of any discrepancies, the English version shall be used. 
 
[Sekiranya terdapat sebarang percanggahan pada soalan peperiksaan, versi Bahasa 
Inggeris hendaklah diguna pakai]. 
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Question 1 
 
Let X be a gamma random variable with parameter ( , )α β .  Suppose also, the conditional 
distribution of Y  given X  is a Poisson distribution with mean x .  Show that the distribution 
of X  given Y  is also a gamma distribution and state its parameters.  
[10 marks] 
 
Soalan 1 
 
Biar X  sebagai pemboleh ubah rawak gamma dengan parameter ( , )α β .  Katakan juga, 
taburan bersyarat bagi Y  diberi X  adalah suatu taburan Poisson dengan min x .  
Tunjukkan bahawa taburan X  diberi Y  adalah juga suatu taburan gamma dan nyatakan 
parameternya.  
[10 markah] 
 
 
Question 2 
 
A coin that comes up heads (H) with probability p  is continually flipped until the pattern 
TTH appears. (That is, you stop flipping when the most recent flip lands head (H) and the two 
immediately preceding it lands tails (T).)  Let X  denote the number of flips made.  By 
conditioning on the event T, find ( )E X .   
[10 marks] 
 
Soalan 2 
 
Sekeping syiling yang menghasilkan kesudahan kepala (H) dengan kebarangkalian p  
dilambung berterusan sehingga suatu corak TTH dilihat. (Iaitu, anda berhenti melambung 
apabila lambungan terakhir menghasilkan kesudahan kepala (H) dan dua lambungan 
sebelumnya menghasilkan kesudahan ekor (T).)  Biar X  sebagai bilangan lambungan yang 
dilakukan.  Dengan memberi syarat pada peristiwa T, cari ( )E X .   
[10 markah] 
 
 
Question 3 
 
Coin 1 comes up heads with probability 0.6 whereas coin 2 with probability 0.5.  If the coin 
flipped today comes up head, we select coin 1 to flip tomorrow, and if it comes up tail, then 
we select coin 2 to flip tomorrow.   
 
(a) Construct the transition probability matrix. 
 
(b) Suppose that the coin flipped on Monday comes up head.  What is the probability that 
the coin flipped on Friday of the same week also comes up head?                                                                                                                              
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(c) Does the stationary distribution exist? Why? 
 
(d) What proportion of flips will come up head?  
[20 marks] 
 
 
Soalan 3 
 
Syiling 1 memberikan kesudahan kepala dengan kebarangkalian 0.6 manakala syiling 2 
dengan kebarangkalian 0.5.  Jika syiling yang dilambung hari ini memberikan kesudahan 
kepala, kita pilih syiling 1 untuk lambungan pada hari esok, dan jika ianya menghasilkan 
kesudahan ekor, maka kita pilih syiling 2 untuk hari esoknya.  
 
(a) Bina matriks kebarangkalian peralihan.  
 
(b) Katakan bahawa syiling yang dilambung pada hari Isnin menghasilkan kesudahan 
kepala. Apakah kebarangkalian bahawa syiling yang dilambung pada hari Jumaat 
pada minggu yang sama juga menghasilkan kesudahan kepala?  
 
(c) Adakah taburan pegun wujud? Kenapa?  
 
(d) Apakah kadaran lambungan yang menghasilkan kesudahan kepala?  
 
[20 markah] 
 
Question 4 
 
 
Consider a Markov chain on {0,1,2}  with transition matrix  
 
1 1 1
2 4 4
1 2
3 3
1 0 0
0
 
 =  
  
P  
 
(a) Find the general -stepn  transition probabilities ( )00
nP , ( )01
nP , ( )11
nP  and 
( )
22
nP  . 
 
(b) Specify the classes and determine whether they are recurrent or transient.  Is there any 
absorbing state? 
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(c) Find ( )niif ,  the probability that starting in state i , the process will ever reenter state i  
at time n .   
 
[20 marks] 
 
 
Soalan 4 
 
Pertimbangkan suatu rantai Markov pada {0,1,2}  dengan matriks peralihan  
 
1 1 1
2 4 4
1 2
3 3
1 0 0
0
 
 =  
  
P  
 
(a) Cari kebarangkalian peralihan am langkah-n  ( )00
nP , ( )01
nP , ( )11
nP  dan 
( )
22
nP  . 
 
(b) Tentukan kelas dan putuskan samada ia adalah jadi semula atau fana. Adakah 
terdapat sebarang keadaan menyerap? 
 
(c) Cari ( )niif ,  kebarangkalian bahawa bermula dalam keadaan i , proses akan masuk 
semula keadaan i  pada masa n .   
 
[20 markah] 
 
 
 
Question 5 
 
 
(a) Let , 0,1, 2,tX t = 2  be a Markov chain on a finite space {1,2, , }S n= 2 .   
            State the Markov property clearly.  We define the 2-step transition probabilities as 
  
(2)
2( | ), , , 0,1, 2,ij t tp P X j X i i j S t+= = = ∈ = 2  
 
            By using the Markov property, show that 
(2) (2)
4 0
1
( | ) ,
n
ik kj
k
P X j Z i p p
=
= = =∑  
where ,i j S∈ .  
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(b) A Markov chain , 0,1, 2,tX t = 2  on the state space {1,2,3,4,5}S =  has the transition 
probability matrix 
   
0.2 0.2 0.2 0.2 0.2
0.0 0.3 0.3 0.2 0.2
0.0 0.0 0.3 0.3 0.4
0.0 0.0 0.0 0.4 0.6
0.0 0.0 0.0 0.6 0.4
 
 
 
 =
 
 
  
P  
 
with the 2-step transition probability matrix 
 
(2)
0.04 0.10 0.16 0.34 0.36
0.00 0.09 0.18 0.35 0.38
0.00 0.00 0.09 0.45 0.46
0.00 0.00 0.00 0.52 0.48
0.00 0.00 0.00 0.48 0.52
 
 
 
 =
 
 
  
P . 
 
 If the initial probability distribution is  
 
0 0 0
0 0
( 1) ( 2) ( 3) 0.2,
( 4) 0.3, ( 5) 0.1,
P X P X P X
P X P X
= = = = = =
= = = =
 
 
 what is 2 4 6( 4, 5, 4)?P X X X= = =   
[15 marks] 
 
 
Soalan 5 
 
(a) Biar , 0,1, 2,tX t = 2  sebagai suatu rantai Markov pada suatu ruang  
terhingga {1,2, , }S n= 2 . Nyatakan dengan jelas cirian Markov.  Ditakrifkan 
kebarangkalian peralihan langkah-2 sebagai 
  
(2)
2( | ), , , 0,1, 2,ij t tp P X j X i i j S t+= = = ∈ = 2  
 
Dengan menggunakan cirian Markov, tunjukkan bahawa 
(2) (2)
4 0
1
( | ) ,
n
ik kj
k
P X j Z i p p
=
= = =∑  
yang mana ,i j S∈ .  
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(b) Suatu rantai Markov , 0,1, 2,tX t = 2  pada ruang keadaan {1,2,3,4,5}S =  
mempunyai matriks kebarangkalian peralihan 
   
0.2 0.2 0.2 0.2 0.2
0.0 0.3 0.3 0.2 0.2
0.0 0.0 0.3 0.3 0.4
0.0 0.0 0.0 0.4 0.6
0.0 0.0 0.0 0.6 0.4
 
 
 
 =
 
 
  
P  
 
dengan matriks kebarangkalian peralihan langkah-2 
 
(2)
0.04 0.10 0.16 0.34 0.36
0.00 0.09 0.18 0.35 0.38
0.00 0.00 0.09 0.45 0.46
0.00 0.00 0.00 0.52 0.48
0.00 0.00 0.00 0.48 0.52
 
 
 
 =
 
 
  
P . 
 
 Jika taburan kebarangkalian permulaan adalah 
 
0 0 0
0 0
( 1) ( 2) ( 3) 0.2,
( 4) 0.3, ( 5) 0.1,
P X P X P X
P X P X
= = = = = =
= = = =
 
 
apakah 2 4 6( 4, 5, 4)?P X X X= = =   
[15 markah] 
 
 
Question 6 
 
Events occur according to Poisson process with rate 2λ =  per hour.  For each of the cases 
below, state the distributions involved and solve. 
 
(a) What is the probability that no event occurs between 8 p.m. and 9 p.m.? 
 
(b) Starting at noon, what is the expected time at which the fourth event occurs? 
 
(c) What is the probability that two or more events occur between 6 p.m. and 8 p.m.? 
 
(d) What is the probability that the elapsed time between the 15th and 16th events exceed 4 
hours?  
[15 marks] 
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Soalan 6 
 
Peristiwa berlaku menurut proses Poisson dengan kadar 2λ =  sejam.  Bagi setiap kes di 
bawah, nyatakan taburan terlibat dan selesaikan.  
 
(a) Apakah kebarangkalian bahawa tiada peristiwa berlaku antara 8 malam and 9 
malam? 
 
(b) Bermula waktu tengahari, apakah masa jangkaan yang mana peristiwa keempat 
berlaku? 
 
(c) Apakah kebarangkalian bahawa dua atau lebih peristiwa berlaku antara 6 petang and 
8 malam? 
 
(d) Apakah kebarangkalian bahawa masa berlalu antara peristiwa ke-15 dan ke-16 
melebihi 4 jam?  
[15 markah] 
 
 
Question 7 
 
(a) The stochastic branching processes { , 0}nS n ≥  is defined as  
 
1,1 , 1
if   0
0 otherwise,
nn n S n
n
S S S
S − −
+ + >= 


 
 
            where 0 1S = , 1,1 ,{ }nn n SS S −+ +  are i.i.d. random variables with a common      
distribution { }kP  and mean µ .  Find ( )nE S  in terms of µ . 
 
(b) A population of certain chicken behaves as branching process in which each mature 
female chicken gives birth to a random Y  chicken which actually survive to maturity, 
with probabilities 
 
1
6
1
2
1
3
; 0,
( ) ; 1,
; 2.
y
P Y y y
y
=
= = =
 =
 
 
            Compute the probability of extinction of the population.  
[15 marks] 
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Soalan 7 
 
(a) Suatu proses bercabang stokastik { , 0}nS n ≥  ditakrifkan sebagai  
 
1,1 , 1
jika   0
0 sebaliknya,
nn n S n
n
S S S
S − −
+ + >= 


 
 
yang mana 0 1S = , 1,1 ,{ }nn n SS S −+ +  adalah pemboleh ubah rawak i.i.d. dengan suatu  
taburan sepunya { }kP  dan min µ .  Cari ( )nE S  dalam sebutan µ . 
 
(b) Suatu populasi ayam bersifat sebagai proses bercabang yang mana setiap ayam 
betina yang matang melahirkan suatu pemboleh ubah rawak Y  ayam yang juga hidup 
sehingga matang, dengan kebarangkalian 
 
1
6
1
2
1
3
; 0,
( ) ; 1,
; 2.
y
P Y y y
y
=
= = =
 =
 
 
            Hitung kebarangkalian kepupusan bagi populasi ini.  
[15 markah] 
 
 
 
Question 8 
 
 
Consider a birth and death process with birth rates ( 1) , 0n n nλ λ= + ≥  and death rates 
, 0n n nµ µ= ≥  . Let nT  be the time, starting from state n , it takes for the process to enter state 
1, 0n n+ ≥ . 
 
(a) What is 0( )E T ? 
 
(b) Derive the expression for ( ), 1.nE T n ≥  
 
(c) Determine the expected time to go from state 0 to state 2.  
[15 marks] 
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Soalan 8 
 
Pertimbangkan suatu proses lahir dan mati dengan kadar lahir ( 1) , 0n n nλ λ= + ≥  dan kadar 
mati , 0n n nµ µ= ≥  . Biar nT  adalah masa, bermula dari keadaan n , proses ini mengambil 
masa untuk masuk kepada keadaan 1, 0n n+ ≥ . 
 
(a) Apakah 0( )E T ? 
 
(b) Terbitkan persamaan bagi ( ), 1.nE T n ≥  
 
(c) Tentukan masa jangkaan untuk pergi dari keadaan 0 ke keadaan 2.  
 
[15 markah] 
 
 
Question 9 
 
Let  ( )Z t  be a standard Brownian motion process.  Show that  
2( )( ) , 0Z c tY t c
c
= >  is a 
Brownian motion process.  
[10 marks] 
 
Soalan 9 
 
 
Biar  ( )Z t  sebagai suatu proses gerakan Brown piawai.  Tunjukkan bahawa 
2( )( ) , 0Z c tY t c
c
= >  adalah suatu proses gerakan Brown.  
[10 markah] 
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APPENDIX/LAMPIRAN 
 
 
1. If X  is distributed as Poisson with parameter 0λ > , then 
  ( ) ; 0,1, 2,
!
xeP X x x
x
λλ−
= = =   
 
 
2. If X  distributed as geometric with parameter , 0 1p p< < , then 
  ( ) ( ) 11 ; 1,2,xP X x p p x−= = − =   
 
 
3. If X  distributed as Binomial with parameter , 0 1p p< < , then 
  ( ) ; 0,1, 2, ,x n x
n
P X x p q x n
x
− = = = 
 
  
 
4. If X  distributed as exponential with parameter 0λ > , then 
  ( ) ; 0xf x e xλλ −= ≥  
 
 
5. If X  is distributed as gamma with parameter 0α >  and 0λ >  then 
  ( ) ( ) ( )
1 /1 ; 0xf x x e xα βαα β
− −= ≥
Γ
 
 
6. If X is distributed as normal with parameter µ  and 2 0α >  then 
  ( ) ( ) 2 2/ 21 ;
2
xf x e xµ σ
πσ
− −= −∞ < < ∞   
 
7. Formula of geometric series 
  
  
0
( ) ; | | 1
1
k
k
ag r ar r
r
∞
=
= = <
−∑   
  1 2
1
( )
(1 )
k
k
ag r akr
r
∞
−
=
′ = =
−∑  
 
-ooo000ooo- 
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